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В данной работе рассмотрена одна достаточно общая задача о неналегающих областях со свободными
полюсами на лучевых системах. Основная теорема данной статьи значительно обобщает ранее изве-
стные результаты для задач подобного типа.
In this paper we consider quite general problem on non-overlapping domains with free poles on radial systems.
The main theorem of this work generalizes the previously known results for problems of this type.
1. Введение. В геометрической теории функций комплексного перемен-
ного экстремальные задачи о неналегающих областях являются хорошо изве-
стным классическим направлением [1 – 43]. Возникновение данного направ-
ления связано с классической работой М.А. Лаврентьева [1], в которой, в
частности, была впервые поставлена и решена задача о максимуме произведе-
ния конформных радиусов двух непересекающихся односвязных областей. В
дальнейшем этот результат получил значительное развитие в работах многих
авторов [2 – 43]. В последнее время особое внимание специалистов привлекли
задачи с так называемыми "свободными"полюсами [16]–[17], [19]–[40]. При ис-
следовании экстремальных задач важную роль играет теория квадратичных
дифференциалов (см.[4]).
В работах [24]–[30], [36] был, в частности, разработан метод кусочно-
разделяющего преобразования, который открыл новые возможности для ре-
шения экстремальных задач о неналегающих областях. При определенных
условиях этот метод позволяет сводить задачи с большим числом неизве-
стных параметров к задачам с меншим их числом. Данная работа посвящена
исследованию некоторых задач подобного типа.
2. Обозначения и определения.
Пусть N, R – множества натуральных и вещественных чисел соответствен-
но, C – комплексная плоскость, C = C
⋃{∞} – ее одноточечная компакти-
фикация, r(B, a) – внутрений радиус области B ⊂ C, относительно точки
a ∈ B (см. напр. [3], [26], [36]), χ(t) = 1
2
(t+ t−1) и R+ = (0,∞).
Пусть n ∈ N, n ≥ 2. Систему точек An :=
{
ak ∈ C : k = 1, n
}
, назовем
n - лучевой , если |ak| ∈ R+ при k = 1, n, 0 = arg a1 < arg a2 < . . . <
arg an < 2pi. Обозначим при этом Pk(An) := {w : arg ak < argw < arg ak+1},
θk := arg ak, an+1 := a1, θn+1 := 2pi, αk :=
1
pi arg
ak+1
ak
, αn+1 := α1, k = 1, n.
Данная работа базируется на применении кусочно-разделяющего преобра-
зования, развитого в [24]–[30]. Для конкретного использования этого ме-
тода рассмотрим специальную систему конформных отображений. Пусть
ζ = pik(w) = −i
(
e−iθkw
) 1
αk , k = 1, n обозначает ту однозначную ветвь мно-
гозначной аналитической функции pik(w), которая осуществляет однолистное
и конформное отображение Pk(An) на правую полуплоскость Re ζ > 0.
Для произвольной n-лучевой системы точек An = {ak} и γ ∈ R+ полагаем
L(γ)(An) :=
n∏
k=1
[
χ
(∣∣∣ ak
ak+1
∣∣∣ 12αk)]1−
1
2
γα2k
·
n∏
k=1
|ak|1+ 14γ(αk+αk−1).
Класс тех n - лучевых систем точек для которых L(γ)(An) = 1 автоматически
содержит все n - лучевые системы точек, рассположенные на окружности.
Целью данной работы является получение точных оценок сверху для фун-
кционалов следующего вида
J (γ)n = r
γ (B0, 0)
n∏
k=1
r (Bk, ak) , (1)
где γ ∈ R+, An = {ak}nk=1 – n-лучевая система точек, a0 = 0, {Bk}nk=0 –
система неналегающих областей (то есть Bp ∩ Bj = Ø при p 6= j, p, j = 0, n)
таких, что ak ∈ Bk ⊂ C при k = 0, n.
Введем функцию F (x) = 2x
2+6·xx2+1·(2−x)− 12 (2−x)2(2+x)− 12 (2+x)2, x ∈ (0, 2].
3. Основные результаты.
Теорема 1. Пусть n ∈ N, n > 2 и γ ∈ (0, 1]. Тогда для любой n-лучевой
системы точек An = {ak}nk=1, L(γ) (An) = 1 и любого набора взаимно непе-
ресекающихся областей Bk, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, справедливо неравенство
J (γ)n 6 γ
−n
4 ·
(
n∏
k=1
αk
)1/2
·
[
F
(
2
n
√
γ
)]n
2
. (2)
Знак равенства в этом неравенстве достигается, когда ak и Bk, k = 0, n,
являются, соответственно, полюсами и круговыми областями квадрати-
чного дифференциала
Q(w)dw2 = −(n
2 − γ)wn + γ
w2(wn − 1)2 dw
2. (3)
Доказательство теоремы 1. При доказательстве теоремы 1 суще-
ственно используются идеи доказательства теоремы 1 из работы [34] и свой-
ства разделяющего преобразования (см. [24]–[27], [35], [36]). Положим
Pk := Pk(An) := {w ∈ C\{0} : θk < argw < θk+1}.
Рассмотрим введеную ранее систему функций ζ = pik(w) = −i
(
e−iθkw
) 1
αk ,
k = 1, n. Пусть Ω
(1)
k , k = 1, n, обозначает область плоскости ζ, полученную
в результате объединения связной компоненты множества pik(Bk
⋂
P k), со-
держащей точку pik(ak), со своим симметричным отражением относительно
мнимой оси. В свою очередь, через Ω
(2)
k , k = 1, n, обозначаем область пло-
скости Cζ , полученную в результате объединения связной компоненты мно-
жества pik(Bk+1
⋂
P k), содержащей точку pik(ak+1), со своим симметричным
отражением относительно мнимой оси, Bn+1 := B1, pin(an+1) := pin(a1). Кроме
того, Ω
(0)
k будет обозначать область плоскости Cζ , полученную в результате
объединения связной компоненты множества pik(B0
⋂
P k), содержащей то-
чку ζ = 0, со своим симметричным отражением относительно мнимой оси.
Обозначим pik(ak) := ω
(1)
k , pik(ak+1) := ω
(2)
k , k = 1, n, pin(an+1) := ω
(2)
n . Из
определения функций pik вытекает, что
|pik(w)− ω(1)k | ∼
1
αk
|ak|
1
αk
−1 · |w − ak|, w → ak, w ∈ Pk,
|pik(w)− ω(2)k | ∼
1
αk
|ak+1|
1
αk
−1 · |w − ak+1|, w → ak+1, w ∈ Pk,
|pik(w)| ∼ |w|
1
αk , w → 0, w ∈ Pk.
Тогда, используя соответствующие результаты работ [24]–[27], [35], получаем
неравенства
r (Bk, ak) 6

r
(
Ω
(1)
k , ω
(1)
k
)
· r
(
Ω
(2)
k , ω
(2)
k
)
1
αk
|ak|
1
αk
−1 · 1
αk−1
|ak|
1
αk−1
−1


1
2
, (4)
k = 1, n, Ω
(2)
0 := Ω
(2)
n , ω
(2)
0 := ω
(2)
n ,
r (B0, 0) 6
[
n∏
k=1
rα
2
k
(
Ω
(0)
k , 0
)] 12
. (5)
Повторяя рассуждения приведенные в [35] при доказательстве теоремы 5.2.1.
с учетом введенных наборов областей {Pk}nk=1, функций {pik}nk=1 и чисел
{θk}nk=1 получаем неравенство для исследуемого функционала (1)
J (γ)n 6
n∏
k=1
[
r
(
Ω
(0)
k , 0
)]α2k
2
γ
·
n∏
k=1

r
(
Ω
(2)
k−1, ω
(2)
k−1
)
r
(
Ω
(1)
k , ω
(1)
k
)
1
αk−1·αk |ak|
1
αk−1
−1 · |ak|
1
αk
−1


1
2
=
=
n∏
k=1
αk ·
n∏
k=1
|ak|
|akak+1|
1
2αk
·
[
n∏
k=1
rγα
2
k
(
Ω
(0)
k , 0
) n∏
k=1
r
(
Ω
(1)
k , ω
(1)
k
)
r
(
Ω
(2)
k , ω
(2)
k
)]12
.
(6)
Выражение, стоящее в скобках формулы (6), представляет собой прои-
зведение значений функционала rβ
2
(Ω
(0)
k , 0)r(Ω
(1)
k , ω
(1)
k )r(Ω
(2)
k , ω
(2)
k ) на тройках
неналегающих областей
(
Ω
(0)
k ,Ω
(1)
k ,Ω
(2)
k
)
плоскости ζ.
Известно [32], что функционал
Y3(σ1, σ2, σ3) =
rσ1(D1, d1) · rσ2(D2, d2) · rσ3(D3, d3)
|d1 − d2|σ1+σ2−σ3 · |d1 − d3|σ1−σ2+σ3 · |d2 − d3|−σ1+σ2+σ3 ,
σk ∈ R+, dk ∈ Dk ⊂ C, Dk
⋂
Dp = ∅, k = 1, 2, 3, p = 1, 2, 3, k 6= p, инвариан-
тен относительно всех конформных автоморфизмов комплексной плоскости
C.
С учетом этого справедлива следующая оценка
J (γ)n 6
(
n∏
k=1
αk
)
·
n∏
k=1
|ak|
|akak+1|
1
2αk
×
×


n∏
k=1
rγα
2
k
(
Ω
(0)
k , 0
)
· r
(
Ω
(1)
k , ω
(1)
k
)
· r
(
Ω
(2)
k , ω
(2)
k
)
|ω(1)k · ω(2)k |γα2k|ω(1)k − ω(2)k |2−γα2k


1
2
× (7)
×
[
n∏
k=1
|ω(1)k · ω(2)k |γα
2
k|ω(1)k − ω(2)k |2−γα
2
k
] 1
2
.
Справедливы соотношения |ω(1)k | = |ak|
1
αk , |ω(2)k | = |ak+1|
1
αk , |ω(1)k − ω(2)k | =
|ak|
1
αk + |ak+1|
1
αk .
Далее, учитывая эти равенства имеем
J (γ)n 6
(
n∏
k=1
αk
)
·
n∏
k=1
|ak|
|akak+1|
1
2αk
×
×
(
n∏
k=1
|ω(1)k − ω(2)k |
)(
n∏
k=1
|ω(1)k · ω(2)|k
|ω(1)k − ω(2)k |
)γα2k
2
×
×


n∏
k=1
rγα
2
k
(
Ω
(0)
k , 0
)
· r
(
Ω
(1)
k , ω
(1)
k
)
· r
(
Ω
(2)
k , ω
(2)
k
)
|ω(1)k · ω(2)k |γα2k|ω(1)k − ω(2)k |2−γα2k


1
2
=
(8)
= 2n ·
(
n∏
k=1
αk
)
·
n∏
k=1
χ
(∣∣∣∣ akak+1
∣∣∣∣
1
2αk
)
|ak|×
×2−
γ
2
n∑
k=1
αk
[
n∏
k=1
χ
(∣∣∣∣ akak+1
∣∣∣∣
1
2αk
)]− γα2k
2
(
n∏
k=1
∣∣∣∣ak+1ak
∣∣∣∣
)γα2k
2
×
×


n∏
k=1
rγα
2
k
(
Ω
(0)
k , 0
)
· r
(
Ω
(1)
k , ω
(1)
k
)
· r
(
Ω
(2)
k , ω
(2)
k
)
|ω(1)k · ω(2)k |γα2k|ω(1)k − ω(2)k |2−γα2k


1
2
=
= 2
n− γ
2
n∑
k=1
α2k ·
(
n∏
k=1
αk
)
·
n∏
k=1
[
χ
(∣∣∣ ak
ak+1
∣∣∣ 12αk)]1−
γα2
k
2
×
×
n∏
k=1
|ak|1+ 14γ(αk+αk−1)×
×


n∏
k=1
rγα
2
k
(
Ω
(0)
k , 0
)
· r
(
Ω
(1)
k , ω
(1)
k
)
· r
(
Ω
(2)
k , ω
(2)
k
)
|ω(1)k · ω(2)k |γα2k|ω(1)k − ω(2)k |2−γα2k


1
2
=
= 2
n− γ
2
n∑
k=1
α2k ·
(
n∏
k=1
αk
)
· L(γ) (An)×
×


n∏
k=1
rγα
2
k
(
Ω
(0)
k , 0
)
· r
(
Ω
(1)
k , ω
(1)
k
)
· r
(
Ω
(2)
k , ω
(2)
k
)
|ω(1)k · ω(2)k |γα2k|ω(1)k − ω(2)k |2−γα2k


1
2
.
При каждом k = 1, n несложно указать конформный автоморфизм ζ =
Tk(z) плоскости комплексных чисел C такой, что Tk(0) = 0, Tk
(
ω
(s)
k
)
=
(−1)s · i, G(q)k := Tk
(
Ω
(q)
k
)
, k = 1, n, s = 1, 2, q = 0, 1, 2. Тогда


n∏
k=1
rγα
2
k
(
Ω
(0)
k , 0
)
· r
(
Ω
(1)
k , ω
(1)
k
)
· r
(
Ω
(2)
k , ω
(2)
k
)
|ω(1)k · ω(2)k |γα2k|ω(1)k − ω(2)k |2−γα2k


1
2
=
=


n∏
k=1
rα
2
kγ
(
G
(0)
k , 0
)
· r
(
G
(1)
k ,−i
)
· r
(
G
(2)
k , i
)
22−γα2k


1
2
.
Далее, иcпользуя результаты работ [32] – [35] получим следующее выра-
жение
J (γ)n 6 2
n− γ
2
n∑
k=1
α2k ·
(
n∏
k=1
αk
)
· L(γ) (An)×
×
n∏
k=1


rα
2
kγ
(
G
(0)
k , 0
)
· r
(
G
(1)
k ,−i
)
· r
(
G
(2)
k , i
)
22−γα2k


1
2
=
= 2
n− γ
2
n∑
k=1
α2k
(
n∏
k=1
αk
)
· L(γ)(An) · 2
−n+ γ
2
n∑
k=1
α2k×
×
[
n∏
k=1
rα
2
kγ
(
G
(0)
k , 0
)
· r
(
G
(1)
k ,−i
)
· r
(
G
(2)
k , i
)]12
6
6
(
n∏
k=1
αk
)
· L(γ)(An) ·
[
n∏
k=1
rα
2
kγ
(
G
(0)
k , 0
)
· r
(
G
(1)
k ,−i
)
· r
(
G
(2)
k , i
)] 12
. (9)
В результате проведенных вычислений получим неравенство для функци-
онала (1)
J (γ)n 6 γ
−n
4
(
n∏
k=1
αk
)1/2 [ n∏
k=1
F
(
2
n
√
γ
)]1/2
. (10)
Теперь рассмотрим вспомогательный функционал
J˜ (γ)n =
(
n∏
k=1
αk
)−1/2
· J (γ)n .
Из неравенства (10) следует, что
J˜n = γ
−n
4
[
n∏
k=1
F
(
2
n
√
γ
)] 12
.
Аналогично [25], рассмотрим экстремальную задачу
n∏
k=1
F (αk) −→ max;
n∑
k=1
αk = 2. (11)
Ясно, что необходимые условия экстремума имеют вид
F ′(αk)
F (αk)
= − λn∏
k=1
F (αk)
, k = 1, n. (12)
(λ – фиксированное, вещественное число). Функция Φ(α) = F
′(α)
F (α) убывает на
промежутке (0, t0], 1, 168 < t0 < 1, 170 и возрастает на [t0, 2). По аналогии
с работой [25] рассмотрим функцию H(α) = Φ(α) − Φ(2 − α), α ∈ (0, 2).
Несложные вычисления показывают, что функция H(α) положительна на
интервале (0, 1). Обозначим α0 = max
1≤k≤n
αk. Пусть α0 = αk0, 1 ≤ k0 ≤ n, k0 ∈
N. Допустим, что α0 > 1, тогда αk ≤ 2− α0 < 1 для всех k = 1, n,
k 6= k0. Следуя работе [25] получим соотношения
Φ(α0) = Φ(2− (2− α0)) < Φ(2− α0) ≤ Φ(αk), k = 1, n, k 6= 0.
Последнее неравенство противоречит необходимим условиям (12). Поэто-
му все αk ∈ (0, 1), k = 1, n.
Тогда приходим к выводу
J˜ (γ)n ≤ γ−
n
4
[
F
(
2
n
√
γ
)]n/2
.
Возвращаясь к исходному функционалу (1) получаем окончательное нера-
венство
J (γ)n ≤ γ−
n
4
[
n∏
k=1
αk
]1/2 [
F
(
2
n
√
γ
)]n
2
.
Утверждение о знаке равенства проверяется непосредственно.
Из теоремы 1 непосредственно вытекает теорема 4 работы [25].
Следствие 1. Пусть n ∈ N, n ≥ 2. Тогда для любой системы разли-
чных точек единичной окружности An = {ak}nk=1 и любого набора взаимно
непересекающихся областей {Bk}nk=0, 0 ∈ B0, ak ∈ Bk, k = 1, n справедливо
неравенство
r(B0, 0)
n∏
k=1
r(Bk, ak) 6
4n+
γ
nγ
γ
nnn
(n2 − γ)n+ γn
(
n−√γ
n+
√
γ
)2√γ
.
Знак равенства достигается при условиях теоремы 1.
При γ = 1 и n ≥ 2 следствие 1 было получено В. Н. Дубининым в работе
([25], 1988 г.), причем из его метода следует, что результат верен и при 0 <
γ ≤ 1 Позднее Г.В. Кузьмина повторила этот результат для односвязных
областей другим методом.
Из неравенства (9) и метода доказательства теоремы 1 получаем следую-
щие утверждения.
Следствие 2. [37] Пусть n ∈ N, n ≥ 2, γ ∈ (0, 1]. Тогда для любой
системы различных точек единичной окружности An = {ak}nk=1 и любого
набора взаимно непересекающихся областей {Bk}nk=0, 0 ∈ B0, ak ∈ Bk, k =
1, n справедливо неравенство
J (γ)n ≤
(
n∏
k=1
αk
)1/2
· 2n
(
2
n
)n
2
(
4γ
n2
) γ
n(
1− γn2
)n+ γ
n
(
1−
√
γ
n
1 +
√
γ
n
)2√γ
.
Знак равенства достигается при условиях теоремы 1.
Следствие 3. [34] Пусть n ∈ N, n > 2 и γ ∈ (0; 0, 2]. Тогда при условиях
теоремы 1 справедливо неравенство
J (γ)n 6
(
n∏
k=1
αk
)
· 2n
(
2
n
)n
2
(
4γ
n2
) γ
n(
1− γn2
)n+ γ
n
(
1−
√
γ
n
1 +
√
γ
n
)2√γ
.
Знак равенства достигается при условиях теоремы 1.
Следствие 4. Пусть n ∈ N, n > 2 и γ ∈ (0, 1]. Тогда для любой n-лучевой
системы точек An = {ak}nk=1 и любого набора взаимно непересекающихся
областей Bk, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, справедливо неравенство
J (γ)n 6
4n+
γ
nγ
γ
nnn
(n2 − γ)n+ γn
(
n−√γ
n+
√
γ
)2√γ
.
Знак равенства в этом неравенстве достигается, когда ak и Bk, k = 0, n,
являются, соответственно, полюсами и круговыми областями квадратичного
дифференциала
Q(w)dw2 = −(n
2 − γ)wn +Rnγ
w2(wn −Rn)2 dw
2,
где Rn+γ = L(γ) (An).
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